The method of calculating the fractional integral with the dynamic error correction for microcontrollers by Бушер, Виктор Владимирович
ISSN 2079-8024 (print)
Введение.  Системы  с  дробным  порядком  аста-
тизма  в  последние  несколько  лет  стали  привычным 
объектом для теоретических исследований. Интерес к 
этой  области  теории  автоматического  управления 
стремительно возрастает,  так как  благодаря  необыч-
ным динамическим и статическим свойствам дробных 
интегралов и производных области применения тако-
го класса систем управления значительно шире, чем 
для традиционных ПИ- и ПИД-регуляторов. Благода-
ря тесной связи между операциями дробного интегри-
рования  и  степенными  функциями,  такие  системы 
управления могут обеспечивать высокое качество уп-
равления и рядом нелинейных объектов, в том числе 
электрическими машинами различных типов, при ра-
боте которых сказываются эффекты насыщения маг-
нитных цепей [1–7]. Исследования в этой области уже 
можно  проводить  в  MATLAB  благодаря  появлению 
пакетов  дробного  интегрирования  Ninteger,  Fomcon, 
NFOC, FOTF [8].
Однако, практическое использование систем уп-
равления с  дробно-интегральными  регуляторами на-
талкивается на трудности, связанные с особенностями 
вычисления дробных производных и интегралов – все 
дискретные  методы  требуют  хранения  теоретически 
неограниченного количества  значений входного  сиг-
нала и такого же количества коэффициентов для рас-
чёта их попарных произведений и последующего сум-
мирования. Решают проблему либо отбрасывая «ста-
рые» значения, либо используя некоторые аппрокси-
мации, например, метод Oustaloup, аналоговые приб-
лижения, основанные на фрактальных свойствах мно-
гослойных тонкопленочных конденсаторов [9,10]. Со-
ответственно, происходят потери точности, искажения 
амплитудно-частотных  и  фазо-частотных  характери-
стик регуляторов.
Цель работы. Разработка прецизионного метода 
расчета дробного интеграла в микропроцессорных си-
стемах  с  ограниченными  объёмами  памяти  и  быст-
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ДЛЯ МИКРОПРОЦЕССОРНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ
Целью работы является разработка численного метода расчета дробного интеграла заданного порядка с минимизированной ошибкой при 
ограниченных объемах памяти данных и быстродействия для микропроцессорных систем управления. Уменьшение статической и динами-
ческой погрешности в десятки раз обеспечивается аппроксимацией старших коэффициентов разложения дробного интеграла в ряд геомет -
рической прогрессией и динамической компенсацией возникающей на первом этапе ошибки с помощью адаптивного корректирующего 
модуля.
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ДЛЯ МІКРОПРОЦЕСОРНИХ СИСТЕМ КЕРУВАННЯ
Метою роботи є розробка метода розрахунку дробового інтегралу заданого порядку з мінімізованою похибкою при обмежених обсягах  
пам’яті та швидкодії для мікропроцесорних систем керування. Зменшення динамічної і статичної похибки в десятки разів забезпечується  
апроксимацією старших коефіцієнтів розкладу дробового інтегралу в ряд геометричною прогресією та динамічною компенсацією похибки 
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THE METHOD OF CALCULATING THE FRACTIONAL INTEGRAL WITH THE DYNAMIC ERROR 
CORRECTION FOR MICROCONTROLLERS
The purpose of the work is to develop a numerical method for calculating a fractional integral with a minimized error with limited data memory. Con -
trol systems with a fractional astaticism for many technical objects provide the best dynamic and static indicators. Controller in such systems include  
one or more units that perform the operation of fractional integration and/or differentiation of the input signal. To implement such control systems 
based on single-chip microprocessors, it is necessary to solve the problem of calculating a fractional integral by numerical methods, taking into ac-
count the limited arrays of data and processor speed. The proposed solution is based on a combination of two methods. First, the calculation of the 
fractional integral, carried out by approximating the higher expansion coefficients in a series by a geometric progression, allows the use of memory  
volumes corresponding to the capabilities of the selected processor. Secondly, the dynamic compensation of the error arising at the first stage is car -
ried out using an adaptive correction module. Despite the complication of the algorithm, this method of calculation reduces the error tenfold in both 
transient and steady-state processes, the properties of the synthesized calculation block correspond exactly to the properties of a fractional integral of  
a given order at frequencies from 0 to the maximum necessary in the control system. Dynamic error compensation reduces the required memory ca -
pacity for storing arrays of coefficients and input history and requires significantly less processor time to calculate the controller signal. As a result, a  
quantization period of tens of microseconds can be obtained, which makes it possible to implement fractional integral-differentiating controllers based 
on widely used modern processors and apply fractional-integral number methods to synthesize high-speed automatic control systems, such as electric  
drives with asynchronous motors, engines with series excitation.
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родействием, сохраняющего свойства блока дробного 
интегрирования/дифференцирования  в  максимально 
широком диапазоне частот.
Методы исследования. Расчет дробного интег-
рала базируется на так называемых формах Римана-
Лиувилля, Грюнвальда-Летникова, Капуто, Вейля, Эр-
дейи, основное вычислительное ядро которых записы-
вается, как сумма бесконечного ряда:
Iμ ( f (t ))= lim
Δ t→0
∑
i=0
n=t /Δ t
kn−i
μ f (i). (1)
где  Iµ
 
– интеграл f(t) порядка µ,
kn−i
μ  –  коэффициенты, формула расчета которых 
зависит от выбранной формы.
Так, при использовании формы Римана-Лиувилля
k i
μ=
Δ tμ
Γ(1+μ)
( iμ−(i−1)μ) .
Однако из-за ограниченных объемов памяти про-
цессора при использовании стандартных форм расчет 
прекращается при достижении точки с номером ndim .
Анализ  коэффициентов  выявил  полезную  зако-
номерность, которая позволяет в сотни/тысячи раз со-
кратить  объемы  памяти,  необходимые  для  расчета 
дробного интеграла, сохраняя динамические свойства 
системы  в  диапазоне  частот  от  1/2nmax∆t до  1/2∆t. 
Заменяя коэффициенты с номером больше некоторого 
ndim (удобно в зависимости от типа микропроцессора 
выбирать  ndim =  Mask + 1 = 32; 64; 128; 256; 512;  …) 
геометрической прогрессией с коэффициентом
q=( ( nmax+1)
μ
−(nmax )
μ
(ndim+1)
μ
−(ndim )
μ )
1
nmax−ndim
при nmax = 2…5 ndim  , удается свести расчет дробного 
интеграла к циклической процедуре, повторяющейся 
ndim раз и использующей кольцевой массив X для хра-
нения только последних  ndim точек входного сигнала 
(рис. 1) [12].
На рис. 2 и рис. 3 сопоставлены результаты точ-
ного  и  приближенного  расчета  дробного  интеграла 
единичного скачка 1(t) при ∆t = 0.002 с. Так как в этом 
случае известно точное решение
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I
μ (1(t ))=
t
μ
Γ(μ)
(рис. 2), то можно оценить погрешность при различ-
ных  ndim и  nmax .  В приведенном на рисунках случае 
погрешность не превышает 10 % до точек с номерами 
≈ 3nmax , а в области 0 ÷ 2nmax погрешность не превы-
шает 3…4 %. Однако далее погрешность стремитель-
но возрастает, составляя при 16nmax уже более 60 %.
Такой метод расчёта может быть принят в каче-
стве базового для первого этапа более точного метода. 
Идея метода основывается на свойстве многократного 
интегрирования:
I1−μ ( I μ( f (t)))=∫
0
t
f ( t)dt . (2)
Рис. 1. Алгоритм быстрого расчета дробного интеграла
Выполнив последовательно дробное интегриро-
вание исходного сигнала порядков  µ и  1 -  µ (блоки 
Iµ1,  Iµ2 на  рис.  4)  и  сопоставив  результат  с  ин-
тегралом первого порядка этого же сигнала, вычисле-
ние которого не представляет сложностей, можно оце-
нить погрешность ∆1 .
Очевидно, что каждый этап дробного интегриро-
вания может вносить свою погрешность. Для компен-
сации ошибки ее можно «перераспределить», добавив 
ко входному сигналу производную погрешности с не-
которым весовым коэффициентом.  Предварительный 
анализ  показал,  что  наилучшие  результаты  обеспе-
чиваются, если начальное значение этого коэффици-
ента совпадает с µ, а для повторного интегрирования 
– 1 - µ. Эту операцию выполняют блоки Iµ4, Iµ5.
Если  весовые  коэффициенты  подобраны  пра-
вильно,  то  ошибка  ∆2 будет  равна  нулю.  Но  если 
коэффициенты  отличаются  от  оптимальных,  то  их 
можно скорректировать на основании изменения ∆2 во 
время переходного процесса. Экстремальный регуля-
тор, анализируя  ∆2 , подбирает дополнительный кор-
ректирующий параметр υ, обеспечивающий еще более 
точную компенсацию погрешности.
В результате на выходе блока Iµ3 получаем такое 
значение дробного интеграла, которое наиболее близ-
ко к точному значению.
На рис.  5 показан результат расчета.  Очевидно, 
что выходной сигнал чрезвычайно близок к точному 
на рис. 2.
На рис.  6  приведены зависимости погрешности 
расчета  Iµ(1(t)) в  области  от  0  до  16nmax ,  не  пре-
вышающие 1…3 %.
Очевидно,  что  предлагаемая  процедура  суще-
ственно  расширяет  диапазон  точного  соответствия 
свойств рассчитываемого сигнала теоретически ожи-
даемым свойствам дробного интеграла.
Выводы. 1. Разработан метод расчета дробного 
интеграла,  обеспечивающий  погрешность  не  хуже 
единиц  процентов  в  диапазоне  частот  от  1/(10…
100)ndim∆t до 1/2∆t, что в десятки раз больше, чем при 
однократном  расчете  по  упрощенному  алгоритму 
(рис. 1).
2. Несмотря на 6-кратное увеличение требуемых 
объемов памяти (для 5-кратного расчета дробного ин-
теграла и двух массивов коэффициентов), достижение 
такой точности обеспечивает точное соответствие ди-
намических и статических свойств блока дробного ин-
тегрирования теоретическим, что позволяет получить 
в микропроцессорной системе управления ожидаемые 
результаты.
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Iµ(f)
Double X[n_dim];
Double kµ[n_dim];
Ci=(Ci+1) & Mask;
Ss=X[Ci]*kµ[n_dim]+Ss*qµ;
X[Ci]=f;
S=0; J=0;
Cj=(Ci-J) & Mask;
S+=X[Cj]*kµ[J];
J++;
J<n_dim
Iµ=S+Ss;
End
Iµ(f)
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